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Eksponencijalne diofantske jednadzˇbe
Ilija Iliˇsevic´∗
Sazˇetak. Kroz mnosˇtvo ilustrativnih primjera opisani su razlicˇiti pristupi za
rjesˇavanje eksponencijalnih diofantskih jednadzˇbi. Zadaci su prilagodeni ucˇenicima
srednje sˇkole.
Kljucˇne rijecˇi: eksponencijalne diofantske jednadzˇbe
Exponential Diophantine equations
Abstract. Various approaches to solving exponential diophantine equations
are described by a wide range of illustrative examples. The proofs are adapted to
high-school pupils.
Key words: exponential diophantine equations
Eksponencijalne jednadzˇbe kod kojih se trazˇe cjelobrojna rjesˇenja zvat c´emo
eksponencijalne diofantske jednadzˇbe. Premda ne postoji jedinstvena metoda ko-
jom se rjesˇavaju takve jednadzˇbe, ipak c´emo na neki nacˇin pokusˇati sistematizirati
njihovo rjesˇavanje.
1. Metoda rastavljanja na faktore
Metoda se sastoji u rastavljanju na faktore brojeva i/ili algebarskih izraza koji se
pojavljuju u jednadzˇbi.
Zadatak 1.
Postoje li prirodni brojevi x za koje vrijedi
4x + 3 · 2x = 88 ?
Ako takvi postoje, nadite ih sve.
Rjesˇenje. Dana jednadzˇba ekvivalentna je jednadzˇbi
2x(2x + 3) = 23 · 11.
Kako je 2x+3 neparan broj a 2x paran, na osnovu cˇinjenica koje znamo o djeljivosti
brojeva, zakljucˇujemo da mora biti 2x +3 = 11 i 2x = 23. Jedini prirodan broj koji
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zadovoljava oba ova zahtjeva je x = 3. Uvrsˇtavanje u polaznu jednadzˇbu pokazuje
da je x = 3 zaista rjesˇenje te jednadzˇbe.
Zadatak 2. Postoje li prirodni brojevi x i y za koje vrijedi
3x
2+y−1 − 3x2+1 = 1944 ?
Ako takvi postoje, nadite ih sve.
Rjesˇenje. Dana jednadzˇba ekvivalentna je jednadzˇbi
3x
2+1(3y−2 − 1) = 35 · 23.
Obzirom da je 3y−2−1 paran broj, a 3x2+1 neparan, to je 3y−2−1 = 23 i 3x2+1 = 35.
Iz prve jednadzˇbe dobijemo y = 4, a iz druge x = 2. Uvrsˇtavanje u polaznu
jednadzˇbu pokazuje da su x = 2 te y = 4 zaista rjesˇenja te jednadzˇbe.
Zadatak 3. Postoje li nenegativni cijeli brojevi m,n, x, y, z za koje vrijedi
2m · 3n · 5x+2 · 7y = z! ?
Ako takvi postoje, nadite ih sve.
Rjesˇenje. Kako je z! djeljiv sa z, a lijeva strana jednadzˇbe nije djeljiva sa 11, to
je z ≤ 10. Kako je x+ 2 ≥ 2, to je 5x+2 ≥ 25, pa je lijeva strana jednadzˇbe djeljiva
sa 25. Stoga je z = 10. Dana jednadzˇba tako postaje
2m · 3n · 5x+2 · 7y = 10!.
Kako je 10! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 = 28 · 34 · 52 · 7, imamo jednadzˇbu
2m · 3n · 5x+2 · 7y = 28 · 34 · 52 · 7.
Odatle dobivamo m = 8, n = 4, x = 0, y = 1. Dakle, (m,n, x, y, z) = (8, 4, 0, 1, 10).
Uvrsˇtavanje u polaznu jednadzˇbu pokazuje da je
(m,n, x, y, z) = (8, 4, 0, 1, 10)
zaista rjesˇenja te jednadzˇbe.
Zadatak 4. Postoje li prirodni brojevi x koji zadovoljavaju jednadzˇbu
5x + 2x+1 · 3x = 32x + 22x ?
Ako takvi postoje, nadite ih sve.
Rjesˇenje. Dana jednadzˇba ekvivalentna je jednadzˇbi
5x = 32x − 2 · 3x · 2x + 22x,
a stoga i s
5x = (3x − 2x)2.
Dakle, 5x je potpun kvadrat, pa je x paran broj. Neka je x = 2m, m ∈ N. Tada je
5m = 32m − 22m = (3m − 2m)(3m + 2m),
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odakle se vidi da je
3m − 2m = 5a i 3m + 2m = 5b
za neke a, b ∈ N0, a < b. Stoga je
3m + 2m ≥ 5(3m − 2m),
odakle dobivamo










Kako je m prirodan broj, to je m = 1, dakle, x = 2. Uvrsˇtavanje u polaznu
jednadzˇbu pokazuje da je x = 2 zaista rjesˇenje te jednadzˇbe.
Zadatak 5. Postoje li cjelobrojna rjesˇenja jednadzˇbe
x2 = 3y + 7?
Ako takvi postoje, nadite ih sve.
Rjesˇenje. Ocˇito je da y mora biti prirodan broj. Dokazˇimo da ne mozˇe biti
neparan. Naime, ako je y neparan broj, onda je
3y + 7 = (3y + 1) + 6
= (3 + 1)
(
3y−1 − 3y−2 + · · ·+ 1)+ 6
= 4
(
(3y−1 − 3y−2 + · · ·+ 1) + 1)+ 2.
Znacˇi da 3y + 7 pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 2, dok x2 pri dijeljenju sa 4 daje
ostatak 0 ili 1. Dakle, y je paran broj. Neka je y = 2m, m ∈ N. Tada je dana
jednadzˇba ekvivalentna s
x2 − 32m = 7,
odnosno s
(x− 3m)(x + 3m) = 7.
Broj 7 se na dva nacˇina mozˇe prikazati kao produkt dva cijela broja: 7 = 1 · 7 =
(−1) · (−7). Stoga je, uzevsˇi u obzir da je x− 3m < x + 3m,
(x− 3m, x+ 3m) ∈ {(1, 7), (−7,−1)}.
Slijedi
(x,m) ∈ {(4, 1), (−4, 1)},
pa je konacˇno
(x, y) ∈ {(4, 2), (−4, 2)}.
Provjera pokazuje da oba para (4, 2) i (−4, 2) zadovoljavaju polaznu jednadzˇbu pa
su to i sva trazˇena cjelobrojna rjesˇenja.
Zadatak 6. Postoje li prirodni brojevi x i y za koje vrijedi
3x − 2y = 1.
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Ako takvi postoje, odredite ih sve.
Rjesˇenje. Razlikovat c´emo dva slucˇaja: kada je x neparan broj i kada je x paran
broj.
Neka je x neparan broj tj. x = 2m + 1, m ∈ N0. Tada je
3x = 32m+1 = (32)m · 3 = 9m · 3.
Kako je 9 ≡ 1 (mod 4), to je 9m · 3 ≡ 3 (mod 4). Slijedi
2y = 3x − 1 ≡ 2 (mod 4),
sˇto je moguc´e jedino za x = y = 1.
Neka je x paran broj, tj. x = 2m, m ∈ N. Tada je
2y = 32m − 1 = (3m − 1)(3m + 1).
Slijedi da su 3m − 1 i 3m + 1 potencije broja 2. To je moguc´e samo za 3m − 1 = 2 i
3m + 1 = 4. Odatle dobivamo m = 1, pa je x = 2, y = 3.
Uvrsˇtavanje u polaznu jednadzˇbu pokazuje da su x = 2 te y = 3 zaista rjesˇenja
te jednadzˇbe.
2. Metoda kontradikcije
Najprije pogodimo jedno ili viˇse rjesˇenja jednadzˇbe, a zatim metodom kontradikcije
dokazˇemo da jednadzˇba nema drugih rjesˇenja. U nekim zadatcima dokazujemo da
jednadzˇba uopc´e nema rjesˇenja.
Zadatak 7. Postoje li prirodni brojevi k i n za koje vrijedi
2k + 1 = 5n.
Ako takvi postoje, nadite ih sve.
Rjesˇenje. Jedno rjesˇenje pogodimo: (k, n) = (2, 1). Dokazˇimo da jednadzˇba nema
drugih rjesˇenja. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje k, n ∈ N, k > 2, n > 1, za
koje vrijedi 2k + 1 = 5n.
Ako je k neparan broj, onda 2k pri dijeljenju sa 5 daje ostatak 2 ili 3, a 2k + 1
ostatak 3 ili 4, dok je 5n djeljiv sa 5. Dakle, k mora biti paran broj.
Neka je k = 2l, l ∈ N \ {1}. Tada je 2k = 4l djeljivo sa 16. Da bi





· 42 + 4n
bilo djeljivo sa 16, mora biti n = 4m, m ∈ N. No, tada je
2k = 5n − 1 = 54m − 1 = (52m − 1)(52m + 1).
Brojevi 52m−1 i 52m +1 su uzastopni parni brojevi, pa je njihov produkt oblika 2k
samo za k = 3. No, k mora biti paran, pa smo dosˇli u kontradikciju. Dakle, dana
jednadzˇba nema drugih rjesˇenja osim (k, n) = (2, 1).
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Zadatak 8. Dokazˇite da ne postoje prirodni brojevi x, y, z, n, takvi da je z ≤ n,
koji zadovoljavaju jednadzˇbu
xn + yn = zn.
Rjesˇenje. Pretpostavimo da takvi brojevi postoje. Bez smanjenja opc´enitosti
mozˇemo uzeti da je x ≤ y. Tada je z > y ≥ x. Iz dane jednadzˇbe slijedi
xn = zn − yn = (z − y)(zn−1 + zn−2y + · · ·+ zyn−2 + yn−1)
> (z − y)nxn−1 ≥ nxn−1,
odakle se dobije x ≥ n. No, tada je z > n, sˇto se protivi uvjetu zadatka.
Zadatak 9. Postoje li prirodni brojevi n za koje vrijedi
5n + 7n + 11n = 6n + 8n + 9n ?
Ako takvi postoje, nadite ih sve.
Rjesˇenje. Ocˇito je n = 1 rjesˇenje jednadzˇbe. Dokazˇimo da drugih rjesˇenja nema.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je neki n ∈ N \ {1} rjesˇenje dane jednadzˇbe. Danu
jednadzˇbu mozˇemo zapisati u obliku
11n − 9n = (8n − 7n) + (6n − 5n).
Tada za n ∈ N \ {1} imamo
11n − 9n = (11− 9)(11n−1 + 11n−2 · 9 + · · ·+ 11 · 9n−2 + 9n−1)
= 2(11n−1 + 11n−2 · 9 + · · ·+ 11 · 9n−2 + 9n−1)
> (8n−1 + 8n−2 · 7 + · · ·+ 8 · 7n−2 + 7n−1)
+(6n−1 + 6n−2 · 5 + · · ·+ 6 · 5n−2 + 5n−1)
= (8− 7)(8n−1 + 8n−2 · 7 + · · ·+ 8 · 7n−2 + 7n−1)
+(6− 5)(6n−1 + 6n−2 · 5 + · · ·+ 6 · 5n−2 + 5n−1)
= (8n − 7n) + (6n − 5n).
Dobili smo da je
11n − 9n > 8n − 7n + 6n − 5n,
odnosno
5n + 7n + 11n > 6n + 8n + 9n,
sˇto je kontradikcija. Dakle, n = 1 je jedino rjesˇenje jednadzˇbe.
Zadatak 10. Dokazˇite da ne postoje prirodni brojevi x, y, z, t takvi da vrijedi
xx + yy + zz = tt.
Rjesˇenje. Pretpostavimo da takvi brojevi postoje. Bez smanjenja opc´enitosti
mozˇemo pretpostaviti da je x ≤ y ≤ z < t. Ako je z = 1, onda je 11+11+11 = 3 = tt.
Za z = 2 imamo tri moguc´nosti:
11 + 11 + 22 = 6 = tt,
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11 + 22 + 22 = 9 = tt,
22 + 22 + 22 = 12 = tt.
Neka je z ≥ 3. Tada je
tt = xx + yy + zz ≤ 3zz ≤ zz+1 < (z + 1)z+1.
Odavde slijedi t < z + 1, sˇto se protivi pretpostavci da je x ≤ y ≤ z < t.
Zadatak 11. Postoje li cijeli brojevi x, y za koje vrijedi
x2 + 1 = 2y.
Ako takvi postoje, nadite ih.
Rjesˇenje. Ocˇito su (x, y) = (0, 0) i (x, y) = (1, 1) rjesˇenja dane jednadzˇbe.
Dokazˇimo da drugih rjesˇenja nema. Pretpostavimo suprotno, tj. da za neke x, y ∈
Z \ {0, 1} vrijedi x2 + 1 = 2y. Uocˇimo da y tada mora biti prirodan broj. Kako je
2y paran broj, to je x oblika 2m + 1, m ∈ Z. Tada je
x2 + 1 = (2m + 1)2 + 1 = 4m2 + 4m + 2 = 4m(m + 1) + 2,
pa x2+1 nije djeljiv s 4. No, 2y je djeljiv sa 4 za y ∈ N\{1}. Dakle, dana jednadzˇba
nema drugih rjesˇenja osim gore navedenih.
3. Razni zadaci
Zadatak 12. Dokazˇite da ne postoje prirodni brojevi x, y i z koji zadovoljavaju
jednadzˇbu
2x + 5y = 19z.
Rjesˇenje. Kako je 19 ≡ 1 (mod 3), to je 19z ≡ 1(mod 3). S druge strane je
2 ≡ −1 (mod 3), odakle slijedi 2x ≡ (−1)x (mod 3). Iz 5 ≡ −1 (mod 3) dobivamo
5y ≡ (−1)y (mod 3). Stoga je
2x + 5y ≡ (−1)x + (−1)y (mod 3).
Ako su x i y parni brojevi, onda je 2x + 5y ≡ 2 (mod 3), a ako su razlicˇite
parnosti onda je 2x + 5y ≡ 0 (mod 3). Stoga u ovim slucˇajevima jednadzˇba nema
rjesˇenje.
Ako su x i y neparni brojevi, tada je 2x + 5y ≡ −2 (mod 3), tj. 2x + 5y ≡
1 (mod 3). Dokazˇimo da ni u ovom slucˇaju jednadzˇba nema rjesˇenje. Neka je
x = 2k + 1, k ∈ N0. Tada je
2x = 22k+1 = 4k · 2 ≡ (−1)k · 2 (mod 5),
19z ≡ (−1)z (mod 5),
pa je
5y = 19z − 2x ≡ (−1)z + (−1)k · 2 (mod 5) ≡ 0 (mod 5).
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Kako je 5y ≡ 0 (mod 5), to dana jednadzˇba nema rjesˇenje.
Zadatak 13. Postoji li trojka (x, y, z) prirodnih brojeva takve da je
x2 + y2 = 2z.
Ako takva trojka postoji, odredite sve takve.
Rjesˇenje. Ako je x = y, tada jednadzˇbu zadovoljava svaka trojka
(2t, 2t, 2t + 1), t ∈ N0.
Dokazˇimo da drugih rjesˇenja nema. Pretpostavimo x = y.
Neka je k najvec´a zajednicˇka mjera brojeva x i y te neka je x = km, y = kn,
gdje su m,n ∈ N relativno prosti brojevi. Dana jednadzˇba tada prelazi u
k2(m2 + n2) = 2z.
Slijedi da je k = 2l, l ∈ N0, pa je
m2 + n2 = 2z−2l.
Kako su m,n ∈ N, to je 2z−2l ≥ 2, pa je 2z−2l paran broj. Znacˇi da m i n moraju
biti iste parnosti, a kako su relativno prosti, to su oba neparni.
Neka je m = 2u− 1, n = 2v − 1, u, v ∈ N. Tada je
m2 + n2 = (4u2 − 4u + 1) + (4v2 − 4v + 1) = 4(u2 − u + v2 − v) + 2,
sˇto znacˇi da m2 + n2 pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 2. No, 2z−2l pri dijeljenju sa
4 daje ostatak 2 samo za z − 2l = 1, pa je m2 + n2 = 2. Odatle slijedi m = n = 1,
pa je x = y, sˇto je u kontradikciji s pretpostavkom x = y.
Zadatak 14. Postoje li prirodni brojevi za koje vrijedi
x(x
x) = (xx)x ?
Ako postoje, odredite ih sve.
Rjesˇenje. Dana jednadzˇba je, redom, ekvivalentna jednadzˇbama
xx logx = x logxx,
xx logx = x2 logx,
logx(xx − x2) = 0,
x2 logx(xx−2 − 1) = 0.
Kako je x > 0, to je logx = 0 ili xx−2 = 1. Ako je logx = 0, tada je x1 =
100 = 1. Ako je xx−2 = 1, logaritmiranjem po bazi 10 dobivamo (x− 2) logx = 0,
pa je ili x − 2 = 0 ili logx = 0. Slijedi x2 = 2. Dakle, x ∈ {1, 2}. Direktnim
uvrsˇtavanjem jednostavno se mozˇemo uvjeriti da su x = 1 te x = 2 zaista rjesˇenja
zadane jednadzˇbe.
Zadatak 15. Ako postoje, odredite sve parove prirodnih brojeva (x, y) koji
zadovoljavaju jednadzˇbu
xy = yx−y .
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Rjesˇenje. Kako je prema uvjetu zadatka xy prirodan broj, to mora i yx−y biti
prirodan broj, pa je x−y ≥ 0 tj. x ≥ y. Za x = y dobivamo jednadzˇbu xx = x0 = 1,




Kako je yx−y−1 prirodan broj, to znacˇi da je xy djeljiv sa y, a onda je i x djeljiv sa
y, tj. x = ky, k ∈ N \ {1}. Tada iz dane jednadzˇbe dobivamo
(ky)y = yky−y = y(k−1)y = (yk−1)y
odakle je ky = yk−1 tj. k = yk−2. Kako je k > 1, to je i yk−2 > 1, pa je k − 2 > 0,
odakle slijedi k > 2.
Ako je k = 3, tada je y3−2 = 3 odnosno y = 3 i stoga x = 3 · 3 = 9.
Ako je k = 4, tada je y4−2 = 4 odnosno y = 2 i stoga x = 4 · 2 = 8.
Kako je y prirodan broj razlicˇit od 1, to je y ≥ 2, pa je yk−2 ≥ 2k−2. Matematicˇkom
indukcijom lako dokazˇemo da je 2k−2 > k za k ≥ 5. Slijedi yk−2 > k, sˇto se protivi
jednakosti k = yk−2. Stoga za k ≥ 5 jednadzˇba nema rjesˇenja.
Dakle, (x, y) ∈ {(1, 1), (8, 2), (9,3)}. Uvrsˇtavanjem u polaznu jednadzˇbu vidimo
da su navedeni parovi zaista rjesˇenja jednadzˇbe.
Zadaci za vjezˇbu
1. Ako postoje, odredite prirodne brojeve x i y za koje vrijedi 2x + 1 = 3y.
Rjesˇenje. (x, y) ∈ {(1, 1), (3, 2)}.
2. Ako postoje, odredite cijele brojeve x i y za koje vrijedi 2x − 3y = 7.
Rjesˇenje. (x, y) ∈ {(3, 0), (4, 2)}.
3. Dokazˇite da jednadzˇba 5x + 2 = 17y nema rjesˇenja u skupu prirodnih brojeva.
4. Ako postoje, odredite prirodne brojeve x, y, z za koje vrijedi 2x+2y +2z = 2306.
Rjesˇenje. (x, y, z) ∈ {(1, 8, 11), (1,11,8), (8,1,11), (8, 11, 1), (11,1,8), (11, 8,1)}.
5. Ako postoje, odredite cijele brojeve x, y i z za koje vrijedi 3x + 4y = 5z.
Rjesˇenje. (x, y) ∈ {(0, 1, 1), (2, 2,2)}.
6. Ako postoje, odredite nenegativne cijele brojeve x, y, z za koje vrijedi 5x ·7y+4 =
3z.
Rjesˇenje. (x, y, z) = (1, 0, 2).
7. Ako postoje, odredite sve medusobno razlicˇite prirodne brojeve x i y za koje
vrijedi xy = yx.
Rjesˇenje. (x, y) = (2, 4).
8. Dokazˇite da ne postoje prirodni brojevi m, n i k za koje vrijedi m2 + n2 = 3k.
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